Lésungen zu den Ubungen in Kapitel 25

(1) Zeigen Sie dass sich die Variable Y, im autoregressiven Modell erste Ordnung in

Abbildung 25.4 wie folgt als Funktion der Variable Y; ausdricken I&sst:

Yo = (Bao+ PazPao + Paz P32 Pao) + PazParfor Y1+ (BazPazeat Pases+ es)

Das autoregressive Modell erster Ordnung in Abbildung 25.4 lasst sich wie folgt in
Gleichungen darstellen:
Yo =Pao+tfazYs+es (1)
Y3=fao+farY2+e3 (2)
Y2=fa+puYi+e (3)
Setzt man Gleichung (3) in Gleichung (2) ein, erhélt man:
Y3 = fao+ Pz (Pt farr Y1+ &2) + &3

= fao+faz oo+ Pafarr Y1+ Parer + ez (4)
Setzt man Gleichung (4) in Gleichung (1) ein, ergibt sich :
Ya = Pao+ Paz(Bao+ Paz Pao+ Pazfar Y1 + Paoer + €3) + 4

= Bao+ Bz Pao+ Paz P2 Paot Paz:Paafar Y1 + Pasfaaes + Pazes t s

= (Bao+ Paz B0 + PazPaa f20) + Paz Pz far Y1+ (BazPaoer+ Pazes+ ea)

(2) Leiten Sie die indirekten Effekte von Y, auf Y, im autoregressiven Modell erster
Ordnung in Abbildung 25.4 her.
Setzt man die Gleichung Y3 = fi30 + ff32: Y2 + &3 in die Gleichung Y4 = Bao + faz- Y3 + &4 €in, erhlt
man :
Y4 = Pao+ fag (Bao+ P Yo + €3) + 4= Pao+ faz Pao+ Pazfaz Yo + fazes + &4

Es gibt somit nur einen indirekten Effekt von Y, auf Y,. Dieser lautet: S43:f3..
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(3) Leiten Sie die indirekten Effekte von Y; auf Y4 im autoregressiven Modell zweiter
Ordnung in Abbildung 25.4 her.

Das autoregressive Modell zweiter Ordnung in Abbildung 25.4 lasst sich wie folgt in
Gleichungen darstellen:
Yo =Pao+fazYs+ ParYo+ea (1)
Y3=pfao+parYe+fauYi+es (2)
Y2=fao+farYi+ e (3)
Setzt man die Formel (3) in die Formel (2) ein, erhélt man:
Y3 = B30+ Par(Bao+ far Y1 + &2) + far Y1 + &3

= P30+ Pz faot Pazfor Y1+ Pazea + far Y1 + &3
Setzt man diese Gleichung in Gleichung (1) ein, ergibt sich:
Yy = Pao+ Paz(Bao + Pazfao+ Pazfor- Y1 + Pazer + far Y1+ €3) + far Yo + &4

= Pao+ PazPaot Paz Pz faot PazPaa Por Y1 + PazPazer + PazPar Y1 + Pazes + Par Yo+ ey
Ersetzt man in dieser Gleichung Y> durch Gleichung (3), erhélt man :
Y4 = Pao+ Paz o+ Paz o oo+ Pz faor Por Y1 + PazPazer + Pazfar Y1 + Pazes + Paz( fao +
Por Y1+ &) +ey

= a0+ Paz ot PazPaz P+ PazPaz far Y1 + Pazfzarea + Paz Pz Y1 + Pages + Paafao+
PuazPor Y1+ Pazea + &4
An dieser Gleichung l&sst sich erkennen, dass es drei spezifische indirekte Effekte von Y; auf
Y4 Qibt: faz- P32 P21, Paz P31 und faz-f21 Der total indirekte Effekt ist daher faz:f32:f21 + faz fart

Pazfar.

(4) Zeigen Sie, dass im autoregressiven Modell erster Ordnung gilt:

Cov(Y1, Ya) = (Baz P32 f1) Var(Y1)

© Eid - Gollwitzer - Schmitt: Statistik und Forschungsmethoden. Beltz, 2010



E(Ys) = (Bao+ PazPao + PazPa Pao) + Pas Pz forE(Y1)

In Ubung (2) haben wir hergeleitet, dass sich Y, wie folgt zerlegen lasst:
Yo = (Bao+ PazPao + Paz Pz Pao) + PazPfaofor Y1+ (BazParea+ Pazes+ eq) (1)
Hieraus folgt
Cov(Ya, Y1) = Cov[(Bao+ PazPao + Paz:fzof20) + PazPfzofo Y1+ (Bazfaoer+ Pazes+ ea), Y1]
Da Konstanten mit Variablen unkorreliert sind (s. Kap. 15.4.1), gilt:
Cov(Ya, Y1) = Cov[BazBaoBo1 Y1+ (BazPaoea+ Pazes+ €1), Yi]

Da Residuen mit Pradiktoren unkorreliert sind (Kap. 16.3), folgt:

Cov(Ya, Y1) = Cov|[BusPsz P21 Y1, Y1]
Hieraus folgt nach den Rechenregeln fiir Kovarianzen (s. Kap. 15.4.1):

Cov(Y4, Y1) = Pz for-Cov(Y1, Y1) = Pagfzo-forVar(Y1)
Da der Erwartungswert der Residualvariablen gleich 0 ist (Kap. 16.3) folgt aus Gleichung (1):
E(Ya) = E[(Bao+ Paz-Pao + Paz P32 fao) + PazPazfor Y1+ (Bazfaoer+ Pazes+ es)]
= E[(Bao+ PazPao + Paz P2 fz0) + Pazfaa P Y1]

Nach den Rechenregeln flr Erwartungswerte (Kap. 7.2) folgt hieraus:
E[(Bao+ PBaz Pao + Pazfza:f20) + PazPfazforYi]
= E(Bao+ Paz 3o + Paz Pz fa0) + (BazPazfor Y1)
= (Bao+ Paz Pao + Paz P2 P20) + PazfaafarE(Y1)
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(5) Erstellen Sie die Gleichungen des Messmodells und des Strukturmodells fur das

Latent-State-Trait-Modell in Abbildung 25.12.

(A) Messmodell

N=ag+ A1+ Mg 135 + 6
Y,=0,+A, -+ A1 +6&,
Y=g+ Agy 11y + Aos 115 + &4
Y,=a,+ A, n,+ A1, +&,
Yo =t + Asy 115+ Asg 115 + &5
Yo =05+ Agy 1 + s 11 + &
Yo =0+ Ay 11y + s 11 + &
Yo =g+ Ay 1, + Ags 15 + &
(B) Strukturmodell

My =Ky+ B 1+ ¢,

My = K3+ Py 11, + ¢

My =Ky + P+

Da die Variablen #; bis 4 Residualvariablen darstellen, ist ihr Erwartungswert gleich 0

(Steyer, Schmitt & Eid, 1999). Dies gilt in gleicher Weise fur die Residualvariablen & bis ;.

Hieraus folgt: x, = k3 = x4 = 0.
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